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改进的数值流形法在水力劈裂中的应用 

杨石扣 1，任旭华 2，张继勋 2 

（1. 河海大学 力学与材料学院，江苏 南京 211100；2. 河海大学 水利水电学院，江苏 南京 210098） 

 

摘  要：数值流形法在非连续变形分析领域具有独特优势。结合裂纹尖端场函数的基本概念，分析了水力劈裂破坏问题，模

拟了水力劈裂破坏过程，避免了扩展有限元中的阶跃函数和水平集概念。为了避免裂纹尖端在单元内部不同位置而产生误差，

对裂纹尖端附近一定范围内的每一个物理覆盖附加奇异覆盖函数。选取一个算例比较分析了内水压力对应力强度因子的影

响，当考虑裂纹面内压时，定量分析比较了各因素对应力强度因子的影响大小，并应用于分支裂纹水力劈裂破坏。计算结果

表明，改进后的计算结果与解析解相吻合。未考虑裂纹面内压，误差往往较大。考虑裂纹面内压后，随着裂纹长度的增加，

误差逐渐减小；随着网格密度的增加，误差也逐渐减小。分支裂纹的渐进破坏结果表明该改进方法的可行性，具有较大的实

际应用价值。 
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Application of enriched numerical manifold method to hydraulic fracture 
 

YANG Shi-kou1,  REN Xu-hua2,  ZHANG Ji-xun2
 

（1. College of Mechanics and Materials, Hohai University, Nanjing, Jiangsu 211100, China; 

2. College of Water Conservancy and Hydropower Engineering, Hohai University, Nanjing, Jiangsu 210098, China） 

 

Abstract: The numerical manifold method (NMM) has numerous advantages for discontinuous deformation analysis. In this study, 

by combining NMM with the basic concept of crack tip function, we conduct hydraulic fracture simulation and analyse the failure 

process without the concepts of Heaviside function and level set. To avoid the error caused by different positions of the crack tip in an 

element, singular cover functions are added for every physical cover near the crack tip within a certain range. One example is selected 

to show the influence of inner water pressure on the stress intensity factor (SIF). When the force on the crack is considered, the 

influence of each factor on the SIF is quantitatively analysed, and then hydraulic fracture of branch crack is simulated. The results 

show that the improved results are in good agreement with the analytical solutions. It is found that the error is often large when the 

force on the crack is ignored. However, when the force on crack is considered, the error gradually decreases with increasing either 

crack length or mesh density. The progressive failure of the branch crack shows that the method is feasible and is of great practical 

value. 

Keywords: hydraulic fracture; numerical manifold method; stress intensity factor; singular cover function 

 

1  引  言 

水力劈裂技术已广泛应用于石油、页岩气开采、

地应力测量等工程领域。然而，水力劈裂有时也会

危及结构整体安全，如深埋隧洞受高压地下水作用、

岩质高边坡在裂隙水作用下的失稳、蓄水初期特高

拱坝谷幅缩小、高压岔管破裂漏水等。因此，对水

力劈裂破坏进行研究十分重要[1]。 

水力劈裂破坏是力学家和工程技术人员非常关

心的问题，一直以来众多科研工作者致力于这些问

题的研究。由于水力劈裂破坏问题涉及到结构内的

裂隙或裂纹扩展，故而适合采用非连续的分析方  
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法[27]，如扩展有限元、广义有限元法、无网格法和

数值流形法等。扩展有限元法应用较为广泛，杜效

鹄等[8]研究了预制缝重力坝模型的断裂特性。赵延

林等[2]结合 Monte Carlo 方法描述岩体裂纹的随机

分布，研究了裂纹的萌生、扩展和贯通机制。王克

峰等[9]考虑流-固耦合效应研究了重力坝的水力劈

裂问题。石路杨等[1]采用扩展有限元考虑裂纹面上

的接触力研究了裂纹面上的应力强度因子。 

数值流形法由于不需要扩展有限元中的阶跃函

数[10]，可以直接描述结构中的非连续特性，近年来

受到广泛关注[11]。王水林等[12]较早就采用数值流形

法进行裂纹扩展模拟。朱爱军等[13]采用数值流形法

模拟开挖卸荷问题，获得了不同开挖步下的位移场。

刘红岩等[14]研究了节理岩体在受到冲击荷载作用

时的破坏情况。杨石扣等[15]讨论了网格的加密问

题。徐栋栋等[11]通过数值流形法研究了重力坝的多

裂纹扩展问题。在水力劈裂方面，数值流形法也有

所涉及，Zhang 等[16]采用数值流形法研究了岩体和

混凝土的水力劈裂问题。Yang 等[17]基于耦合的 HM

模型采用数值流形法研究了裂隙的水力劈裂过程。 

以往采用数值流形法对水力劈裂破坏的研究，

没有详细考虑内水压力对应力强度因子的影响大

小。水力劈裂破坏是一个渐进的动态过程，裂纹扩

展后伴随着裂纹面内水压力的拓展和延伸。为了描

述裂纹尖端的奇异特性，本文采用了含奇异覆盖位

移函数的数值流形法，即改进的数值流形法，研究

分析了水力劈裂破坏过程，比较分析内水压力对应

力强度因子的影响大小。当考虑裂纹面内压时，定

量分析比较了各因素对应力强度因子的影响大小。 

2  改进的数值流形法 

2.1  传统的覆盖函数 

数值流形法（或有限覆盖法）是石根华[18]于

1991 年在非连续变形分析的基础上提出的，主要包

含数学覆盖、物理覆盖和流形单元 3 个基本概念。

数学覆盖由覆盖物理域的一系列有限重叠网格组

成，每个网格称为一个数学覆盖，记为 Mi，i = 1～

nM，nM为数学覆盖总数，如图 1 所示。 

数学覆盖 iM 上定义的权函数 ( )i x 满足： 

{ | }

0, 0,( ) ; ( ) ; ( ) 1
k

i i i i k
k M

M M  


   ≥
x

x x x x x  

                                        （1） 

物理覆盖是数学覆盖被物理域切割而成，若数

学覆盖 Mi被物理域完全切分成 i

Pn 块，则可形成 i

Pn

个物理覆盖，记为 j

iP ，j=1～ i

Pn （见图 1 中的物理

覆盖 1

2P 和 2

2P ）。将所有物理覆盖进行统一编号，

设共形成 PN 个物理覆盖，则存在唯一映射关系：
j

i IP P ，I = 1～ PN 。物理覆盖（如 1IP 、 2IP 和 3IP ）

的公共部分定义一个流形单元，记为 1 2 3( , , )I I IE P P P

（见图 1）。 

 

 

图 1  数值流形法的覆盖和单元 

Fig.1  Covers and elements in the NMM 

 

物理覆盖 IP 上定义覆盖位移函数 ( )Iu x ，常采

用多项式函数近似，对全 m 阶多项式近似，覆盖函

数 ( )Iu x 为 

T( )I ICu dx               （2） 

式中： Id 为未知系数； T
C 为完全多项式基。 

T 1 0 0 0

0 1
( )

0 0

n

n

x

x

y

y

 
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 
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 
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1 2 ( 1)( 2)I I I n nI d d d   …d     （4） 

2.2  改进数值流形法的覆盖函数 

改进的数值流形法与传统数值流形法不同之处

在于物理覆盖上位移函数的定义，常规数值流形法

位移模式一般为多项式，而改进的数值流形法除了

含有多项式的位移模式外，还包含描述裂纹尖端奇

异性的 r 项和描述裂纹尖端不连续特性的

sin( / 2) 项，因而对于裂纹尖端附近的场描述，改

进的数值流形法具有更高的精度。 

举一例如图 2(a)所示，当采用传统的数值流形

法时，裂纹尖端只能停留在单元边界，位于单元内

部的部分需要剔除。当采用 Zhang 等[19]扩展的数值

流形法时，裂纹尖端可以停留在单元内部，其加密

的区域为当前单元对应的物理覆盖，即 P2、P3 和

P5。为了避免裂纹尖端在单元内部不同位置而产生

的误差，本文对裂纹尖端附近一定范围内（取决于

单元平均尺寸，一般为 2.5 倍单元平均尺寸）的每
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一个物理覆盖 IP ，附加奇异覆盖基函数，则含附加

项的覆盖位移函数 ( )Iu x 表达式为 

( ) ( ) ( )I I I

 u x u x u x            （5） 

式中： ( )I


u x 为附加覆盖位移函数，表达式为 

( )I I

 u x d                （6） 

式中： I


d 为附加项未知系数列阵； 为附加矩阵，

表达式为 

1 2 3 4

1 2 3 4
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   

   

 
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 
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r r

r r

 
   

 
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
 






  （8） 

将式（2）、（6）代入式（5），则含附加项的

覆盖位移函数 ( )Iu x 为 

T( ) II Cx du              （9） 

式中： Id 为位移系数和附加系数列阵； T
C 为完全

多项式基和附加基函数形成的矩阵。 

T T   C C             （10） 

T

I I I

   d d d            （11） 

对于流形单元的数值积分，可根据单元含奇异

物理覆盖的数目（即无奇异物理覆盖、含 1 个奇异

物理覆盖、含两个奇异物理覆盖和 3 个物理覆盖均

为奇异物理覆盖，如图 2(b)所示）进行分类积分。

当子单元含有裂纹尖端时，采用 16 点映射法进行数

值积分；当子单元的 3 个物理覆盖均为奇异物理覆

盖且不含裂纹尖端时，采用 13 点 Hammer 积分；

当子单元含有 1 个或两个奇异物理覆盖且不含裂纹

尖端时，采用 7 点 Hammer 积分；当子单元无奇异

物理覆盖时，采用单纯形积分。 

2.3  改进数值流形法的控制方程 

改进数值流形法的控制方程可以由传统数值流

形法的控制方程获得，只需将含奇异覆盖的单元形

函数矩阵N和应变转换矩阵B换成相应的含裂纹尖

端基函数的形函数矩阵 N 和应变转换矩阵 B 即可，

则控制方程可以写为如下形成： 

Kd R                （12） 

式中：d 为未知系数列阵；K 和 R 分别为刚度矩阵

和荷载向量。 

 
(a) 改进数值流形法的加密区 

 
(b) 裂纹尖端周边单元的分类 

图 2  改进数值流形法的加密和积分 

Fig.2  Enrichment and integration of enriched NMM 

 

对含奇异覆盖的单元 e，其对 K 和 R 的贡献为 

T de

e


 K B DB             （13） 

T T T 0d d de e e
t

e

  
      R N t N b B   （14） 

式中： 0 为初应力； t 为面力； b 为体积力。 

1 2 e
P
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  B B B BB LN     （17） 

,

,
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( ) 0
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i x

i i y

i y i x






 




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 
 
 
 
 

B （  1～4）   （18） 

式中：L 为微分算子矩阵。 

3  改进数值流形法的水力劈裂实施 

3.1  应力强度因子的计算 

应力强度因子是描述裂纹尖端特性的重要概

念，其求解方法一般有位移外推法、裂纹张开位移

法、虚裂纹扩展法、虚裂纹闭合法和相互作用积分

法 [20]等。相互作用积分法实施较为方便，且

Nagashima 等[21]的研究成果表明其计算精度较高，

故本文采用相互作用积分法（见图 3）。 
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裂纹 
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图 3  相互作用积分简图 

Fig.3  Schematic of interaction integral 

 

当裂纹面含内压作用时，状态 1 和 2 的相互作

用积分为[22] 

 

 

(1,2) (1) (2) (2) (1) (1,2)

,1 ,1 1 ,

(1) (2) (2) (1)

2 ,1 2 ,1 2

d

               d

ij i ij i j j

i i i iC C

I u u W q

u u qm


    

  
 

  






 （19） 

式中： ( )q x 在 上为 1，在 C0上为 0。 

设裂纹面C和C 上的法向应力和切向应力分

别为 n 和  ，并设： 

 (1,2) (1) (2) (2) (1) (1,2)

0 ,1 ,1 1 , dij i ij i j jI u u W q

        （20） 

对 I型裂纹，在裂纹面上， (2) 0ij  ， (2)

1,1 0u  ，

则式（19）可改写为 

(1,KI) (1,KI) (2)

0 2,1 2dnC C
I I u qm 

 

       （21） 

对 II 型裂纹，在裂纹面上， (2)

2 0i  ， (2)

2,1 0u  ，

则式（19）可改写为 

(1,KII) (1,KII) (2)

0 1,1 2dC C
I I u qm 

 

      （22） 

由式（21）、（22）和 (1) (1,KI)0
I

2

E
K I 、 (1)

IIK   

(1,KII)0

2

E
I 可求得相应的应力强度因子。 

3.2  裂纹扩展的断裂准则 

目前主要的断裂判据有 4 个，即最大环向拉应

力准则、最小应变能密度因子准则、最大拉应变准

则和最大能量释放率准则。由于最大环向拉应力准

则较为简单，实施方便，故而本文采用此准则，即 

eq ICK K≥              （23） 

式中： ICK 为材料断裂韧度； eqK 为等效应力强度因

子[23]，其表达式为 

3 0 0
eq I II 0

3
cos cos sin

2 2 2
K K K

 
      （24） 

裂纹扩展角 0 为 

2

I I
II

II II

0 II
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I I
II

II II

1
2arctan 8 0

4

0 0

1
2arctan 8 0

4

K K
K

K K

K

K K
K

K K



  
         

 


 


        
    

  （25） 

3.3  裂纹内压的施加 

裂纹内压作为一种主动力，在研究水力劈裂破

坏时，对结构的稳定性至关重要。本文内压按照面

力的形式施加，设裂纹 AB 与流形单元的位置如图 4

所示。按照梯形面积公式将内压的等效合力 F 作用

于其边界重心处，裂纹面两侧，合力大小相等，方

向相反，并且随着裂纹扩展不断动态重复这一过程。 

 

 

图 4  裂纹面内压的施加 

Fig.4  Applied inner pressure on crack surface 

 

4  数值应用 

4.1  裂纹面受均匀内压的圆盘 

算例 1 为一个含单边裂纹的圆盘，圆盘直径为

D，裂纹面上受均匀内压 作用，裂纹长度为 a，

如图 5 所示。其应力强度因子 KI的解析解[24]为 

IK F a              （26） 

1.5

1.121 5 1
a

F
D

 
  

 
        （27） 

建模时取 D = 1.0， / 0.5a D  且 h 30k  时的区

域网格如图 6 所示。保持数学网格密度 h 71k  不变

的情况下，计算不同裂纹长度 /a D 0.1、0.2、0.3、

0.4、0.5、0.6、0.7、0.8 和 0.9 时的应力强度因子，

将计算结果和解析解绘于图 7。由于传统方法计算

应力强度因子，裂纹面都是自由的，没有考虑内压

的作用，这里为了比较误差大小，将不考虑裂纹面

内压的情况也绘于图 7。比较后可知，加密后的计
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算结果与解析解相吻合，误差均控制在 2%以内，

而对于计算应力强度因子没有考虑内压的情况，误

差往往较大，基本上都比解析解小，和考虑内压得

到的计算结果相比，相对误差最大达到 4.6%。 

 

 
图 5  裂纹面受均匀内压的单边裂纹 

Fig.5  A single edge crack under uniform internal pressure 

 

  

(a) 整体离散网格          (b) 裂纹尖端附近放大图 

图 6  a =0.5 且 kh =30 时的区域离散网格 

Fig.6  Meshes for a =0.5 and kh =30 

 

 

图 7  不同裂纹长度时的应力强度因子 

Fig.7  SIFs for various lengths of crack 

 

为了更加清楚地了解这种误差，讨论裂纹长度

和网格密度对此误差的影响，分两种情况分别讨论：

①保持网格密度 h 71k  不变，先后选取裂纹长度

/a D =0.1、0.2、0.3、0.4、0.5、0.6、0.7、0.8 和 0.9

进行计算；②保持裂纹长度 / 0.5a D  不变，先后

选取网格密度 hk =10、20、30、40、50、60、70 和

80 进行计算，并将这计算结果分别绘于图 8 和图 9。

比较后可知，随着裂纹长度的增加，相对误差逐渐

减小；随着网格密度的增加，相对误差也逐渐减小。

因而在裂纹长度和网格密度较大时，法向应力对 I

型应力强度因子 KI的影响较小，达到一定程度时可

以忽略该因素的作用。 

 

 

图 8  不同裂纹长度对应的相对误差 

Fig.8  Relative errors for various lengths of crack 

 

 

图 9  不同网格密度对应的相对误差 

Fig.9  Relative errors for various meshes 

 

4.2  含分支裂纹的矩形板 

算例 2 为一个含分支裂纹的矩形板，如图 10

所示。建模时取W 10 m， 1a  4.0 m， 1b  2 m，h   

4 m，弹性模量 E = 20 GPa，泊松比  = 0.30，抗拉 

 

 

图 10  含分支裂纹的矩形板 

Fig.10  A rectangular plate with branch cracks 
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强度 t =0.7 MPa，施加均匀内压  1.0 MPa，

h 25k  ，其物理覆盖数为 1 754，流形单元数为    

3 302。裂纹每步扩展步长 a =0.5 m，断裂韧度

ICK =0.8 MPa m ，其计算结果如图 11 所示。可

以看出，当外荷载增加到一定程度时，裂纹开始扩

展，扩展方向由式（25）决定，扩展之后还应及时

补充施加新的均匀内压 于新裂纹上。 

 

 

(a) 第 0 步 

 

(b) 第 3 步 

 

(c) 第 6 步 

图 11  不同时步下的裂纹扩展路径 

Fig.11  Crack path for various time steps 

 

5  结  论 

（1）本文运用改进的数值流形法分析了水力劈

裂破坏问题，加深了对水力劈裂破坏的认识。改进

后的计算结果与解析解相吻合，误差均控制在 2%

以内。计算应力强度因子没有考虑裂纹面内压，相

对误差往往较大，最大达到 4.6%。 

（2）当考虑裂纹面内压时，定量分析比较了各

因素对应力强度因子的影响大小，即随着裂纹长度

的增加，相对误差逐渐减小；随着网格密度的增加，

相对误差也逐渐减小。因而在裂纹长度和网格密度

较大时，法向应力对 I 型应力强度因子 KI的影响较

小，达到一定程度时可以忽略该因素的作用。 

（3）分支裂纹劈裂破坏的结果表明，本文方法

可以应用于实际工程中的水力劈裂、灌浆加固以及

与地下水作用力相关的力学问题等，具有较大的实

际应用价值。 
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